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Аннотация: Рассмотрено нелокальное обобщение уравнения синус-Гордона в 
пространственной и временной областях. Нелокальность реализована производными 
дробного порядка Грюнвальда–Летникова–Рисса и Грюнвальда–Летникова 
соответственно. Численный анализ нелокального уравнения синус-Гордона показал 
зависимость скорости солитона как от порядка пространственной производной, так и от 
порядка производной по времени. 
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1. Введение 

Уравнение синуса-Гордона возникает в различных областях физики, таких как 
нелинейная оптика, теория джозефсоновских переходов, теория поля и теория решеток 
[1]. УСГ является одним из основных уравнений современной нелинейной волновой 
теории [2]. В данных разделах физики уравнение синус-Гордона обеспечивает 
простейшее нелинейное описание физических явлений в различных конфигурациях. 
Теория, методы решения и применение пространственного дробного 
дифференцирования синус-Гордона подробно обсуждаются в двух книгах [3, 4].  
Изучение нелинейных сигналов является актуальной задачей [5]. 

Интегро-дифференциальные операторы дробного порядка (ДП) нашли применения 
во многих областях [6-10]. Одним из простых стимулов к использованию ДП 
послужили степенные законы релаксации  [11]. В связи с пристальным внимание к ДП, 
является логичным рассмотрение волновых уравнений, в частности УСГ в 
нелокальном обобщении, т.е. в обобщении ДП.   

Одно из обобщений УСГ, учет пространственной нелокальности, было предложено 
в [12]:  

2 sin 0,R
tt xu D u uα ω− + =  (1) 

где RDx
α – дробная производная Рисса [12]. Для предельного случая при α = 2 

уравнение (1) сводится к классическому УСГ. При α = 1 уравнение (1) переходит в 
уравнение для задач нелокальной электродинамики Джозефсона [13-18].  

Нелокальные обобщения уравнения синус-Гордона так же рассматривались в 
работах [19, 20]. Двойная нелокальность, описываемая a рамках формализма 
дифференциальных операторов дробного порядка, частично рассматривается работе 
[21]. В работе приводится анализ классического волнового уравнения с операторами 
дробного дифференцирования по времени и по пространственной координате для 
создания модели аномальной диффузии [22-24]. 
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В данной работе рассмотрено УСГ с пространственной и временной нелокальностью 
в рамках формализма дифференциальных операторов дробного порядка Грюнвальда–
Летникова–Рисса (Г-Л-Р) и Грюнвальда–Летникова (Г-Л): 

2 2( , ) ( , ) sin( ( , )) 0t xD u x t с RD u x t u x tβ α ω− + Ω =  (2) 

где оператор Dt
β оператор дробной производной по времени порядка β  в 

представлении Грюнвальда-Летникова [25] 0 < β ≤ 2; RDx
α – оператор дробной 

производной по переменной x  в представлении Грюнвальда-Летникова-Рисса [25]  для 
краевой задачи, 1 < α ≤ 2; u – решение уравнения УСГ; с, ω, Ω – параметры УСГ. 
Производная дробного порядка по координате придает оператору дифференцирования 
пространственную нелокальность. В свою очередь, производная дробного порядка по 
времени позволяет учесть “эффект памяти”.  

Представим определение дробной производной для численного решения 
рассматриваемой краевой задачи (2). Левые и правые производные в определении 
Грюнвальда-Летникова для функции f(x) на промежутке от 0 до N, при 1 < α ≤ 2 
представим следующим образом [26-27]: 
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где n = 1, 2, …, N–1, bk –  биномиальные коэффициенты рассчитанные следующим 
образом [25]: 
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где k – номер узла конечно-разностного представления производных, Г – гамма-
функция. 

Дробная производная Грюнвальда-Летникова-Рисса определена следующим 
образом [24]: 

1
( ) ( )

2 cos( / 2)
( ) [ ],left x right xx D f x D f xRD f x α αα

απ

−
+=  

0, 1, 3, 5, .α α> ≠   
(6) 

2. Моделирование и результаты 

Численное решение уравнения (2) с определениями (3-6) реализовано при: 

61, 10, 5·10 .с ω −= = Ω =   
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Значение u(x, t) на границах интервала интегрирования заданы следующим 
образом: 

Начальный профиль и начальная скорость волны определяется следующим 
образом: 

2
1( , ) | exp( ((30 / ) ( / 2)) ),tu x t L x L= = − ⋅ −  (8) 

1( , ) | 0,tv x t = =  (9) 

где L –область определения УСГ ( 1)L N x= − ⋅∆  
Разностная схема для расчёта УСГ выглядит следующим образом: 

 

Рисунок 1. Разностная схема УСГ (a). Фрагмент разностной схемы (б): R – пространственная 
правосторонняя производная Г-Л, L – пространственная левосторонняя производная Г-Л, 
производная Г-Л по времени представлена вдоль оси t. b0, b1… – биномиальные 
коэффициенты, u(x, t)  – решение УСГ . 

Численный анализ уравнения (2) показал:  
1. Уменьшение порядка пространственной дробной производной Г-Л-Р от 2-х до 1.05, 
при постоянной целочисленной производной по времени равной 2, приводит к 
возрастанию скорости соответствующей солитонному решению уравнения (2) с 
граничными и начальными условиями (7-9) рис. 2:  

0( , ) | 0, ( , ) | 0.x x Nu x t u x t= == =  (7) 
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Рисунок 2. Зависимость скорости солитона от величины пространственной производной α, 
при постоянной производной по времени β = 2 

2. Для  1.9 < β ≤ 2, наблюдается уменьшение скорости солитона при 1 < α ≤ 2  (Рис 3,4):  
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Рисунок 3. Зависимость скорости распространения солитона от изменении степени 
пространственной производной и производной по времени полученная на основании (2). 
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Рисунок 4. Решение уравнения (2) при степени производной по координате α=2 в зависимости 
от степени производной  по времени: синий – β=2, красный – β=1.98, жёлтый – β=1.95, 
фиолетовый – β=1.9 

3. Заключение 

В данной статье рассмотрены солитонные решения, нелокального в пространстве и 
времени, уравнения синус-Гордона. Численное моделирование уравнения синус-
Гордона показало влияние двойной нелокальности на решения, а именно зависимость 
скорости распространения солитона и его формы от степени нелокальности в 
пространстве и времени. 
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